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第 11章

相関と回帰

11.1 量的変数の関連を調べる

相関と回帰は混同されやすいが，思想はまったく違う 。相関は，変数間の関連の強

さを表すものである。回帰は，ある変数の値のばらつきが，どの程度他の変数の値の

ばらつきによって説明されるかを示すものである。回帰の際に，説明される変数を従

属変数または目的変数，説明するための変数を独立変数または説明変数と呼ぶ。2つ

の変数間の関係を予測に使うためには，回帰を用いる。

まず相関について，前章であげた南太平洋の3村落X，Y，Zの成人男性の例を使っ

て説明しよう 。前章では示さなかった体重のデータも加えると，データはたとえば次

のようになる(架空のものである)。

ID番号 村落 (VG) 身長 (cm)(HEIGHT) 体重 (kg)(WEIGHT) 

1 X 161.5 49.2 

2 X 167.0 72.8 

(中略)

22 Z 166.0 58.0 

(中略)

37 Y 155.5 53.6 

身長と体重の関係を，身長を横軸にと って，体重を縦軸にと って二次元平面にプ

ロットすると，図 11.1のようになる。ここでは Rを使って，村ごとにプロ ットする

マークを変えてプロ ットした。プログラムは，



116 相関と回帰第 11章

Relationship between HEIGHT(cm) and WEIGHT(kg) 
in Solomon Adult Males 
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南太平洋3村落の成人男性における身長と体重の関係図 11.1

x <-read.delim(ll11-1.dat") 

attach(x) 

plot(HEIGHT[VG=='X']， WEIGHT[VG=='X']， main="Relationship between 

HEIGHT(cm) and WEIGHT(kg)¥n in Adult Males in South Pacific 3 villages"， 

pch='X'， col="blue"， xlim=c(140， 180) ， ylim=c(40， 100) ， xlab="HEIGHT(cm) " ， 

ylab="WEIGHT(kg)") 

points(HEIGHT[VG=='Y']， WEIGHT[VG=='Y']， pch='Y'，col="red") 

points(HEIGHT[VG=='Z']， WEIGHT[VG=='Z']， pch='Z' ，col="green") 

detach(x) 

となる。

第3章で触れたが，このような図を散布図 (scatterplotまたは scattergram) と呼

ぶ。2つの量的変数聞の関係をみるときには，基本と して絶対に作成しなければなら

ない。

関係とか関連とかいっても，その中身は多様である。たとえば，pV = nRTのよ

うな物理法則は，測定誤差を別にすれば100%成り立つ関係である。身長と体重の聞

の関係はそうではないが，無関係ではないことは直感的にも理解できる し， 上の図を
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見ても「身長の高い人は体重も概して重い傾向がある」ことは間違いない。

一般に， 2個以上の変量が「かなりの程度の規則正しさをもって，増減をとも

にする関係」のことを相関関係(correlation)という。相関には正の相関 (positive

correlation)と負の相関 (negativecorrelation)があり， 一方が増えれば他方も増え

る場合を正の相関，一方が増えると他方は減る場合を負の相関と呼ぶ。たとえば，上

の図に示されている身長と体重の関係は正の相関である。

相関関係があることは，因果関係 (causalrelationship)が成り立つための重要な要

件ではあるが，それだけで因果関係がある，と結論付けるのは勇み足である。では，

因果関係があるというための基準はあるのだろうか? 古来いろいろな説があった

中でも有力とされていて， Rothman(2002)にも載っている Hill(1965)の基準によれ

ば，因果関係を因果関係のない関連と区別するためには，次の 9条件が満たされる必

要がある*10

1.相関関係が強い。

2.相関関係が常に成り立つ。

3.相関関係に特異性がある。

4.時間的前後関係がはっきりしている。

5.生物学的なメカニズムが想定できる(これは疫学の教科書での説明だから「生

物学的な」なので，社会学的であっても物理化学的であってもよい)。

6.もっともらしい。

7.首尾一貫している(他の知見と矛盾がない)。

8.実験的な証拠がある。

9.アナロジーがなりたつ。

相関関係があっても，それが見かけのものである(それらの変量がともに，別の変

量と真の相関関係をもっている)場合がある。具体例としては，血圧と所得の聞に正

の相関があるという命題は，データをとってみれば，多くの場合に成り立つであろう。

しかしこれは，おそらくどちらも年齢や摂取エネルギー量との聞に真の相関関係が存

在するのであって，それらの影響を制御したら(たとえば同年齢で同じような食生活

本1もっとも， Hill自身が，必ずしも 9条件すべてが成り立たない場合もあるし，ヒトについては実験

的な証拠が得られない場合が普通であるなど，この条件が決定的とすることは因果推論の現実性を

失わせてしまうことも認めているので，あくまでこうした基準は目安程度に考えるべきである。な

かでも，相関関係の特異性という考え方は，因果推論の適用範囲を著しく狭めてしまう。現実の因

果関係の大部分は，複数の要因と複数の結果が網の目のように絡んでいるし，環境によって同じ遺

伝的要因がまったく逆の結果をもたらす場合もある。だからこそ Rothman(2002)は，簡単な基準

は存在しないことを強調し，因果構成要因群 (Componentcauses)と充分要因 (Su白cientcause) 

という考え方(第 l章を参照)を提起したのである。
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をしている人だけについて見る，という層別化をしたら)，血圧と所得の間の正の相

関は消えてしまうだろう。この場合，見かけの相闘があることは，たまたまそのデー

タで成り立っているだけであって，科学的仮説としての意味に乏しい。因果関係に迫

ることが大事なのであって，相関関係はその入り口に過ぎないことを再び強調してお

く*20

時系列データや地域相関のデータでは，擬似相関 (spuriouscorrealation)が見ら

れる場合もある。たとえば 日本の砂糖輸入量と溺死・溺水者数の年次別データをプ

ロットしてみると，負の相関関係があるように見えるのだが，両者の聞には真の関係

はない。ある年に日本で植えた木の幹の太さと，同じ年にイギリスで生れた少年の身

長を 15年分，毎年l回測ったデータをプロットすると，おそらくは正の相関関係が

あるように見えるのだが，両者の聞には関係がないのは明らかである(どちらも年次

と真の相関があるとはいえるだろうが)。

複数の種類の異なるデータをまとめて見ることで見かけの相関が生じてしまう場合

もある。上に示した南太平洋の3つの村の身長と体重の関係を良く見ると，相関関係

は村によって随分違っていることがわかる。それをまとめたことで身長の分散と体重

の分散が広がって，見かけ上強い正の相関がでたと解される。こういう場合は，村で

層別して村ごとに相関を検討する必要がある4。

11.2 相関関係の具体的な捉え方

上で定義したように，相関関係は増減をともにする関係であればいいので，その関

係が線形(一次式で表され，散布図で直線として表される)であろうと非線形(二次

式以上または階段関数などで表される)であろうと問題ない。しかし，一般には，線

形の関係があるという限定的な意味で使われる場合が多い。なぜなら，相関を表すた

めの代表的な指標である相関係数*4rが，線形の関係を示すための指標だからである。

もっといえば，rが意味をもつためには， 2つの変量が二次元正規分布に従っていな

ければならない。

非線形の相関関係を捉えるには 2つのアプローチがある。 lつは線形になるよう

*2変数X と変数Yの間に因果関係があるとは，変数Xが変数Yを引き起こすために必要で、あるよ

うな関係があるということである。 Hillの条件では，因果関係があるといえるためには，XとY
の聞の相関は，常に強くなくてはならない。しかし，見かけの相関でない相関があっても，直接の

因果関係がない場合はありえる。つまり，変数Xが変数Yを引き起こすのに関与することもある

が，それは必要で、はない，というような場合がそれに該当する。

本3または，目的次第では，ダミー変数を使った重回帰分析をするべきである(第 13章で触れる)。

キ4普通，ただ相関係数といえば，ピアソ ンの積率相関係数(Pearson'sProduct Moment Correlation 

Coefficient)を指し，通常，rという記号で表す。
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に対数変換などの変換をほどこすことで もう 1つはノンパラメトリックな相関係

数(分布の形によらない，たとえば順位の情報だけを使った相関係数)を使うことで

ある。ノンパラメトリックな相関係数にはスビアマン (Spearman)の順位相関係数ρ

や，ケンドール (Kendall)の}II買位相関係数ァがある。

ピアソンの積率相関係数とは，XとYの共分散を Xの分散と Yの分散の積の平

方根で割った値である。式で書けば，相関係数の推定値 γは，X の平均を X，Yの

平均を Yと書けば，

T ニ Z~=1(Xi -X)(五-Y) 

J~~=l (Xi -X)2江 1(乙 Y)2

となる。母相関係数がゼロかどうかという両側検定のためには，それがゼロであると

いう帰無仮説の下で，検定統計量

r，/n -2 
toニオラ

が，自由度η-2のt分布に従うことを利用して検定すればよい。

なお Rでは，

r くー cov(X，Y)/sqrt(var(X)*var(Y)) 

n (-NROW(X) 

tO (-r*sqrt(n-2)/sqrt(1-r内 2)

として， 2*(1-p七(tO，n-2))で有意確率が得られるが，cor.七es七()関数(下記)を

使う方が簡単である*50 cor.七es七()関数を使った場合は， 信頼区間も計算される。

なお，信頼区間は，標本サイズがある程度大きければ(通常は 20以上)，正規近似を

イ吏って計算できる。

l_ 1十r 1 _， ，_， 1. 1 + r 1 
α=  -ln一一一つ=ヰZ(α/2))b = ~ln~ +τ--三Z(α/2)2 1 -r ，/η -δ ) ~ 2 ... 1 -r ' ，/Tiーる

と書くことにすると*6，母相関係数の 100x (1 -α)%信頼区間の下限は (exp(2α)-

1)/(exp(2α) + 1)，上限は (exp(2b)-1)/(exp(2b) + 1)であるぺ

*5また， cov(X，Y)/sqrt(var(X)的 ar(Y))と同値な関数として cor(X，Y)がある。

*6 Z(α/2)は，標準正規分布の 100x (1一α/2)ノf一セント点，つまり Rでは (α をalphaと書く
ことにして)， qnorm(1-alpha/2，O，1)である。たとえばα=0.05なら， qnorm(O.975，O，1)で

ある。

*7なお， lnは自然対数， expは指数関数を表す。
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順位相関係数は，非線形の相関関係を捉えたい場合以外にも，分布が歪んでいた

り，外れ値がある場合に使うと有効である。スピアマンの順位相関係数ρは*8，値を

順位で置き換えた(同順位には平均順位を与えた)ビアソンの積率相関係数になる。

Xiの順位を Ri，yiの順位を Qiとかけば，

ニ 1-~ ナ(Ri -Qi)2 
η(η2 -1)訂

となる。スピアマンの順位相関係数がゼロかどうかという両側検定は，サンプル数が

10以上ならばピアソンの場合と同様に，T二丘丘三が自由度η-2のt分布に従うvト p2
ことを利用して行うことができる。

ケンドールの順位相関係数 7は，

ア(A-B)
η(η1)/2 

によって得られる。ここで Aは順位の大小関係が一致する組の数，Bは不一致数で

ある。

いずれにせよ， Rでは cor.test(X，Y， me七hod="pearson")とすればピア ソン

の相関係数が， cor.七est(X，Y， method="spearman")でスビアマンの順位相関係

数が， cor.test(X， Y， method="kendall")でケ ンドールの順位相関係数が得ら

れる。同時に， al七erna七iveを指定しないときは， I相関係数がゼロである」を帰

無仮説として両側検定した有意確率と 95%信頼区間が表示される。なお，たとえば

cor.test(X， Y， alternative="g")とすれば，ビア ソンの相関係数が計算され，

対立仮説を「正の相関があるjとした片側検定の結果が得られる。なお，ケンドー

ルに関しては並べかえによる正確な確率も求めることができ，その場合は exact=T

というオプションを指定する。

11.3 回帰の考え方

1984年から 1993年までのプロ野球の l試合平均入場者数(単位:千人)の推移は

下表のようになっている(注:この表の出典は，鈴木 (1995)である)。

年次 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 

セリーグ 28 29 29 31 31 31 31 32 35 34 

ノfリーグ 13 12 16 18 21 23 22 24 24 24 

*8ピアソンの相関係数の母相関係数を pと書き，スピアマンの順位相関係数を Tsと書く流儀もある。
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図11.2を見ると，両リーグとも途中から伸び悩んでいるが，ある程度直線的に増

加しているように見える。このように，ほほ比例関係にある量的なデータ群をうまく

代表する直線を求めるには， I各データの点から直線までのずれの大きさの合計Jを

最小にすればよい。この場合， I年次jが予め決まっている値であるのに対して，入

場者数は測定値であり，誤差を含む可能性があるので， Iデータ点から直線までのず

れjを評価するには，データ点と直線の最短距離よりも，データ点から直線に垂直に

下ろした線分の長さの二乗和を使う方がよい。この，ずれを最小にする直線を， I年

次を独立変数，入場者数を従属変数とする回帰直線」と呼ぶ。計算方法は，数学的に

は次に述べる検量線の求め方と同じである。

Rでは，

図11.2
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year <ー c(1984: 1993) 

central.league くー c(28，29，29，31，31，31，31，32，35，34) 

pacific.league <ー c(13，12，16，18，21，23，22，24，24，24)

第 11章相関と回帰

plot (central. league-year，pch='C' ，xlim=c(1984，1993)，ylim=c(10，35)， 

ylab="average number of scoreline (x 1，000)") 

abline(lm(central.league-year)，lty=1) 

points(pacific.league-year，pch='P') 

abline(lm(pacific.league-year)，lty=2) 

とすれば図 11.2が描かれる。

11.3.1 検量線

実験によって，あるサンプルの濃度を求めるやり方の lつに，検量線の利用があ

る。検量線とは，予め濃度がわかっている標準物質を測ったときの吸光度のばらつ

きが，その濃度によってほぼ完全に(通常98%以上)説明されるときに，その回帰を

利用して，サンプルを測ったときの吸光度からサンプルの濃度を逆算するための回帰

直線である(曲線の場合もあるが，通常は何らかの変換をほどこし，線形回帰にして

利用する)。検量線の計算には， (A)試薬ブランクでゼロ点調整をした場合の原点を

通る回帰直線を用いる場合と， (B)純水でゼロ点調整をした場合の切片のある回帰直

線を用いる場合がある。いずれも，量がわかっているもの(この場合は濃度)を X，

(x3，y3) 

(x4，y4) 

(xl，yl) 

(x2，y2) 

y=bx+a 

図 11.3 標準物質の希釈系列濃度に対して測定された吸光度の関係
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誤差を含んでいる可能性がある測定値(この場合は吸光度)を uとして yニ bx+α 
という形の回帰式の係数αとbを最小二乗法で推定し，サンプルを測定した値uから
X = (Y-α)/bによってサンプルの濃度 zを求める。回帰直線の適合度の目安として
は，学生実習でも相関係数の2乗が0.98以上あることが望ましい。また，後で述べ

るように，データ点の最小，最大より外で直線関係が成立する保証はない。したがっ

て，サンプル測定値が標準物質の測定値の最小より低いか，最大より高いときは，限

界を超えていることになって値は使えない時。

図11.3のような測定点 (Xl，Yl)， (X2， Y2)，…， (Xn， Yn)が得られたときに，検量線

Y = bx+αを推定するには，図に示した線分の二乗和が最小になるように αとbを

設定すればよい，というのが最小二乗法の考え方である。つまり ，

f(a，b)=乞{Yi一 (bXi+α)}2 
i=l 

= b
22ン;-2b LXiYi + 2αb LXi -2α乞Yi+ηα2+ LY; 
i=l i=l i=l i=l i=l 

が最小になるような αとbを推定すればよい。通常， αとbで偏微分した値がそれぞ

れ0となることを利用して計算すると簡単である。つまり ，

鴇旦二2na+2恰Xiーシ)=0
e. nα=乞Yi-b乞Xi

i=l i=l 

Z. e. α= (yの平均)-(xの平均)キb

nu 一
一Uu z

 
n
Z同

中
山

η

玄凶α 
+
 
z
 
n
Z凶
つ臼円引

一ぬ

よ
l
u
一円。
一

i. e. b乞X;=乞XiYi一 α玄Xi
i=l i=l i=l 

を連立方程式として αとbについて解けばよい。これを解くと，

b= η 2:~=1 XiYi -2:~=1 Xi 2:~=1 Yi 
-η2:~=1 x; -(2:乙1Xi)2 

*9余談だが，このような場合はサンプルを希釈するか濃縮して測定するのが普通である。
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が得られる吐00 bの値を上の式に代入すればαも得られる。検量線に限らず，一般

の回帰直線でも，計算方法は原則として同じである。名称の説明をしておくと， 一般

に，Y = bx +αという回帰直線について，bを回帰係数 (regressioncoefficient)，α 
を切片 (intercept)と呼ぶ。

データから得た回帰直線は，pV = nRTのような物理法則と違って，完壁にデー

タに乗ることはない。そこで，回帰直線の当てはまりのよさを評価する必要が出て

くる。 αとbカf決まったとして，Zi α+ bXiとおいたとき， ei二 Yi- Ziを手長差
(residual)と呼ぶ。残差は，Yiのばらつきのうち，回帰直線では説明できなかった残

りに該当する。つまり，残差が大きいほど，回帰直線の当てはまりは悪いと考えられ

る。残差にはプラスもマイナスもあるので，例によって二乗和をとって，

Q=Le;=乞(Yi- Zi)2 
i=l i=l 

二会u?争)2/η一目忌;:fzfhf計仇ら
として，値は使えない。回帰直線の当てはまりの悪さを示す尺度となる。このQを「残

差平方和」と呼ぴ，それを ηで、割った Q/ηを残差分散という。この残差分散var(e)
とYの分散りar(Y)とピアソンの相関係数γの聞には， υαγ(e)= var(Y)(l -r2)と

いう関係が常に成り立つので，r2 = 1-vαr(e)/var(Y)となる。このことから γ2が

1に近いほど回帰直線の当てはまりがよいことになる。その意味で，r2を「決定係

数」と呼ぶ。また，決定係数は，Yのばらつきがどの程度Xのばらつきによって説

明されるかを意味するので，Xの「寄与率Jと呼ぶこともある。

回帰直線は最小二乗法でもっとも残差平方和が小さくなるように選ぶわけだが，

データの配置によっては，何通りもの回帰直線の残差平方和が大差ないという状況が

ありうる。たとえば，独立変数と従属変数(として選んだ変数)が実はま ったく無関

係であった場合は，データの重心を通るどのような傾きの線をヲ|いても残差平方和は

ほとんど同じになってしまう 。その意味で，回帰直線のパラメータ(回帰係数bと切

片 α)の推定値の安定性を評価することが大事である。そのためには，t値というも

のが使われている。いま， YとXの関係がY=α0+boX + eというモデルで表さ
れるとして，誤差項eが平均0，分散σ2の正規分布に従うものとすれば，回帰係数の

推定値 αも，平均 α0，分散 (σ2/n)(l + lI12/V) (ただし M とVはzの平均と分散)
の正規分布に従い，残差平方和 Qを誤差分散 σ2で、割った Q/σ2が自由度 (η-2)の

*10分母分子をη2で割れば.bはXiYiの平均から Xiの平均と仇の平均の積をヲ|いて，xiの二乗の

平均からXiの平均の二乗をヲ|いた値で割った形になる。
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カイ二乗分布に従うことから，

1/η(η-2)(α-α0) to (α0) v .~- ーノ

J(l + lvI2jV)Q 

が自由度(n-2)のt分布に従うことになる。しかしこの値は αoがわからないと計
算できない。 αoがOに近ければこの式で α0=0と置いた値(つまり to(O)。これを

切片に関する t値と呼ぶ)を観測データから計算した値がto(α0)とほぼ一致し，自由

度(η-2)のt分布に従うはずなので，その絶対値は 95%の確率でt分布の 97.5%点

(標本サイズが大きければ約 2である)よりも小さくなる。つまり，データから計算

された t値がそれより大きければ，切片は Oでない可能性が高いことになる。t分

布の分布関数を使えば， I切片がOであるJという帰無仮説に対する有意確率が計算

できることになる。回帰係数についても同様に，

、/η(η-2)Vb 
to(b) = ♂ 

が自由度 (η-2)のt分布に従うことを利用して， I回帰係数がOJであるという帰無

仮説に対する有意確率が計算できる。

以上の説明からすると，身長と体重のように，どちらも誤差を含んでいる可能性が

ある測定値である場合には，どちらかを独立変数，どちらかを従属変数とみなしてよ

いのかということが問題になってくる。一般には，身長によって体重が決まってくる

というように方向性が仮定できれば，身長を独立変数と見なしでもよいことになって

いるが，回帰分析をしてしまうと，独立変数に測定誤差がある可能性が排除されて

しまうことには注意しておくべきである。つまり 測定誤差が大きい可能性がある

変数を独立変数とした回帰分析は，できれば避けたほうが良い(が，そうもいかない

のが実情である)。また，最小二乗推定の説明から自明なように，独立変数と従属変

数を入れ替えた回帰直線は一致しないので，どちらを従属変数とみなし，どちらを独

立変数とみなすか，ということは，因果関係の方向性に基づいてきちんと決めるべき

である。

ところで，回帰 (regression)とは本章第 l節で説明した通り，被説明変数(従属変

数)のばらつきが，説明変数(独立変数)のばらつきで説明されるという考え方だが，

もともとは，生物統計学者フランシス ・ゴルトン(Fi'ancisGalton)が，父親と息子の

身長をペアとして測定し，背の高い父親の息子の平均身長が父親ほど高くなく，背の

低い父親の息子の平均身長が父親ほど低くないこと，つまり第二世代の身長が平均の

方向に「回帰」するという意味で用いた言葉である。この現象は，父親群でも息子群

でも身長の平均と分散が等しいと仮定し，父親の身長と息子の身長の分布が二次元正

規分布に従うとすると以下のようにクリアに説明できる。
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父親の身長がzの息子の身長Yの期待値μy・2 は，父親の身長と息子の身長の母相

関係数を Rと書くことにすると， μY.x μu+R53(z-μx)となるので，これを式変

形すれば， μY'x-X = -(1-R)(x-μx)となるので，x>μzならばμY.x< Xとな
り，x<μzならばμY.x> Xとなる。この式は， Galtonが観察した現象と符合する。

回帰を使って予測をするとき，外挿には注意が必要である。前述の通り，検量線は，

原則として外挿してはいけない。実際に測った濃度より濃かったり薄かったりするサ

ンプルに対して，同じ関係が成り立つという保証はどこにもないからである(吸光度

をuとする場合は，濃度が高くなると分子の重なりが増えるので飽和 (saturate)し

てしまい，吸光度の相対的な上がり方が小さくなっていき，直線から外れていく)。

しかし，外挿による予測は，実際にはかなり行われている。たとえば世界人口の将来

予測とか，河川工学における基本高水計算式とか，感染症の発症数の将来予測は，回

帰の外挿による場合が多い。このやり方が妥当性をもつためには，その回帰関係が

( 1 )かなり説明力が大きく， (2)因果関係がある程度認められ， (3)それぞれの変

数の分布が端の切れた分布でない (truncateddistributionでない)という条件を満

たす必要がある。そうでない場合は，その予測結果が正しい保証はどこにもない*110

Rでは，今回説明したような線形回帰を行うための関数は 1m()である。たとえば，

1m(γX)のように用いれば，回帰直線の推定値が得られる。決定係数や回帰係数と切

片の検定結果は， summary (1m (γX))とすれば出力される(他の統計ソフトでも簡単

に得られるはずである)。なお，普通の量的変数の間の線型回帰を一般化すれば，t検

定，分散分析，共分散分析，回帰分析，正準相関分析などをすべて共通の数学モデル

で扱うことができる。このモデルを一般化線型モデルと呼ぶ。英語では Generalized

Linear Modelといい， Rでの関数名も glm()である。一般化線型モデルは，基本的

には，Y = so十βX十εという形で表される (Yが従属変数群，X が独立変数群，

soが切片群，sが係数群， εが誤差項である)。詳しくは第 13章で説明する。

*11それでも簡便さのために回帰の外挿による予測はかなり行われてしまっているのが現状だが，本来

そういう場合は，単純な回帰でなく確率的な因果モデルを立て，シミュレーションを行うべきであ

る


